
平⽅剰余の相互法則 

 
𝑝 = 4𝑚! + 3  𝑞 = 4𝑚" + 3 の時 
 

(		
𝑞
𝑝		* = −(		

𝑝
𝑞		* 

 
この時、1 = 1を⽣成する素数のペアを探したければ  

i. -		#
$	
	. = 1 かつ -		$

#
		. = −1 のペアを探すか 

ii. -		#
$	
	. = −1 かつ -		$

#
		. = 1  のペアを探す。 

 

 

この時、1 = −1を⽣成する素数のペアを探したければ  

iii. -		#
$	
	. = 1 かつ -		$

#
		. = 1 のペアを探すか 

iv. -		#
$	
	. = −1 かつ -		$

#
		. = −1  のペアを探す。 

 
  



◎ 1 = 1	を⽣成する素数のペアを探す時 
 
【ⅰである場合】 

(		
𝑞
𝑝		* = 1 			 ⇔ 				 𝑞

$&!
" ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑞 ≡ 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑝 − 3	(𝑚𝑜𝑑	𝑝 − 1)

⇔  𝑞 ≡ 𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝)		(	2𝐴! = 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑝 − 3	)	 

 
かつ 

(		
𝑝
𝑞		* = −1 			 ⇔ 			 𝑝

#&!
" ≡ −1	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑝 ≡ 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑞 − 2	(𝑚𝑜𝑑	𝑞 − 1)

⇔  𝑝 ≡ 𝑔#
"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)		(2𝐵! + 1 = 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑞 − 2	) 

 
 
【ⅱである場合】 

(		
𝑞
𝑝		* = −1 ⇔  𝑞

$&!
" ≡ −1	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑞 ≡ 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑝 − 2	(𝑚𝑜𝑑	𝑝 − 1)

⇔  𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝)		(	2𝐴" + 1 = 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑝 − 2	)	 

 
かつ 

(		
𝑝
𝑞		* = 1 ⇔  𝑝

#&!
" ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 	 ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑝 ≡ 0, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑞 − 3	(𝑚𝑜𝑑	𝑞 − 1)

⇔  𝑝 ≡ 𝑔#
"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)		(2𝐵" = 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑞 − 3	) 



◎ 1 = −1を⽣成する素数のペアを探す時 
 
【ⅲである場合】 

(		
𝑞
𝑝		* = 1 			 ⇔ 				 𝑞

$&!
" ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑞 ≡ 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑝 − 3	(𝑚𝑜𝑑	𝑝 − 1)

⇔  𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝)		(	2𝐴!* = 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑝 − 3	)	 

 

かつ 

(		
𝑝
𝑞		* = 1 			 ⇔  𝑝

#&!
" ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 				 ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑝 ≡ 0, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑞 − 3	(𝑚𝑜𝑑	𝑞 − 1)

⇔  𝑝 ≡ 𝑔#
"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)		(2𝐵!* = 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …… , 𝑞 − 3	) 

 
 
【ⅳである場合】 

(		
𝑞
𝑝		* = −1 ⇔  𝑞

$&!
" ≡ −1	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑞 ≡ 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑝 − 2	(𝑚𝑜𝑑	𝑝 − 1)

⇔  𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝)		(	2𝐴"* + 1 = 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑝 − 2	)	 

 
かつ 

(		
𝑝
𝑞		* = −1 ⇔  𝑝

#&!
" ≡ −1	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 	 ⇔  𝑖𝑛𝑑	𝑝 ≡ 1, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑞 − 2	(𝑚𝑜𝑑	𝑞 − 1)

⇔  𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)		(2𝐵"* + 1 = 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …… , 𝑞 − 2	) 

 
  



【ⅰである場合】 
 
C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 

𝑞 ≡ 𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
 ⇔  𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の証明 

 
 
I .  C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 

   𝑞 ≡ 𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)  
⇒  𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∵ 
𝑞 ≡ 𝑔$

"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔#

"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

 
𝑀+𝑀+

* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 
𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!

* ≡ 𝑞𝑀!
* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑎, = 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!)! 

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑎	の値の全体は合同式 
𝑎 ≡ 𝑎, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑎 = 𝑝 + 𝑞) 
𝑎 ≡ 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'! +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑞𝑀!

*𝑔$
"'! 	+ 𝑝𝑀"

*𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ (1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'! + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'! + 𝑎𝑝𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! + 𝑏𝑞𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'! + 𝑎𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)! + 𝑏𝑔#

"(!)!𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'! + (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"(!)! + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'! + 𝑎𝑝𝑞 + 𝑛𝑝" + 𝑔#

"(!)! + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'! + 𝑛𝑝" + 𝑔#
"(!)! +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 



この時上記の命題は 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) __① 

かつ 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) __② 

と同値である。 
 
① の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑞 ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑔$
"'! ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑔$
"'! ≡ 𝑚𝑞𝑞 + 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

0 ≡ 𝑚𝑔$
"'!𝑞 + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑚𝑔$

"'!𝑞 + 𝑔#
"(!)! ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'!𝑞 ≡ −𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'!𝑞" ≡ −𝑔#

"(!)!𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __①' 

 
② の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑝 ≡ 𝑛𝑝" + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
𝑝 ≡ 𝑛𝑝𝑝 + 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑔#
"(!)! ≡ 𝑛𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
0 ≡ 𝑛𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑛𝑔#
"(!)!𝑝 + 𝑔$

"'! ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
𝑛𝑔#

"(!)!𝑝 ≡ −𝑔$
"'! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑛𝑔#
"(!)!𝑝" ≡ −𝑔$

"'!𝑝 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __②' 

 
また、𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! を両辺に掛けて 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!(𝑝 + 𝑞) ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!(𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!) (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 
≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑛𝑝" + 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑚𝑞" + 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑔$

"'! + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 



𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 
≡ 𝑔$

"'!(𝑔#
"(!)!𝑛𝑝") + 𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'!𝑚𝑞") + 𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 ①' ②'より 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 
≡ 𝑔$

"'!(−𝑔$
"'!𝑝) + 𝑔#

"(!)!(−𝑔#
"(!)!𝑞) + 𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞+𝑔$
"'!(𝑔$

"'!𝑝) 	+ 𝑔#
"(!)!(𝑔#

"(!)!𝑞) 
≡ 𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞+𝑔$
-'!𝑝	 + 𝑔#

-(!)"𝑞 ≡ 𝑔$
-'!𝑔#

"(!)! + 𝑔$
"'!𝑔#

-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
-'!𝑝 + 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑝 + 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑞 + 𝑔#

-(!)"𝑞 ≡ 𝑔$
-'!𝑔#

"(!)! + 𝑔$
"'!𝑔#

-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!(𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)!)𝑝 + 𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!)𝑞 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
___※1 

  



⼜、𝑞 ≡ 𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 
−𝑞 ≡ −𝑔$

"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	  

𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 − 𝑞 ≡ 𝑔#

"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

𝑀+𝑀+
* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 

𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!
* ≡ 𝑞𝑀!

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑏, = −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!)! 

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑏の値の全体は合同式 
𝑏 ≡ 𝑏, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑏 = 𝑝 − 𝑞) 
𝑏 ≡ −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'! +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑞𝑀!

*𝑔$
"'! + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −(1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'! + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'! − 𝑎𝑝𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! + 𝑏𝑞𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'! − 𝑎𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)! + 𝑏𝑔#

"(!)!𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'! − (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"(!)! + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'! − 𝑎𝑝𝑞 − 𝑛𝑝" + 𝑔#

"(!)! + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'! − 𝑛𝑝" + 𝑔#
"(!)! +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
また、𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! を両辺に掛けて 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!(𝑝 − 𝑞) ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!(−𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!) (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 − 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 
≡ −𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑛𝑝" + 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑚𝑞" − 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!𝑔$

"'! + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 − 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 
≡ −𝑔$

"'!C𝑔#
"(!)!𝑛𝑝"D + 𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'!𝑚𝑞"D − 𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
 



この時 ①' ②'より 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 − 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 
≡ −𝑔$

"'!C−𝑔$
"'!𝑝D + 𝑔#

"(!)!C−𝑔#
"(!)!𝑞D − 𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 − 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞−𝑔$
"'!(𝑔$

"'!𝑝) 	+ 𝑔#
"(!)!(𝑔#

"(!)!𝑞) 
≡ −𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 − 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞−𝑔$
-'!𝑝	 + 𝑔#

-(!)"𝑞 ≡ −𝑔$
-'!𝑔#

"(!)! + 𝑔$
"'!𝑔#

-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
−𝑔$

-'!𝑝 + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑝 − 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!𝑞 + 𝑔#
-(!)"𝑞 ≡ −𝑔$

-'!𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!𝑔#
-(!)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!(𝑔#

"(!)! − 𝑔$
"'!)𝑝 + 𝑔#

"(!)!(𝑔#
"(!)! − 𝑔$

"'!)𝑞 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔#
"(!)! − 𝑔$

"'!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
−𝑔$

"'!(𝑔$
"'! − 𝑔#

"(!)!)𝑝 − 𝑔#
"(!)!(𝑔$

"'! − 𝑔#
"(!)!)𝑞 ≡ −𝑔$

"'!𝑔#
"(!)!C𝑔$

"'!−𝑔#
"(!)!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!(𝑔$

"'! − 𝑔#
"(!)!)𝑝 + 𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'! − 𝑔#

"(!)!)𝑞 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'!−𝑔#

"(!)!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
___※2 

 
  



この時 ※1＋※2 より 
𝑔$
"'!(𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)!)𝑝 + 𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!)𝑞 
+𝑔$

"'!(𝑔$
"'! − 𝑔#

"(!)!)𝑝 + 𝑔#
"(!)!(𝑔$

"'! − 𝑔#
"(!)!)𝑞

≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!D + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'!−𝑔#

"(!)!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!(𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)!)𝑝 + 𝑔$

"'!(𝑔$
"	'! − 𝑔#

"(!)!)𝑝 
+𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!)𝑞 + 𝑔#
"(!)!(𝑔$

"'! − 𝑔#
"(!)!)𝑞

≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)!D + 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'!−𝑔#

"(!)!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!(𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'! − 𝑔#
"(!)!)𝑝 + 𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'! + 𝑔#

"(!)! + 𝑔$
"'! − 𝑔#

"(!)!)𝑞 
         ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!C𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)! + 𝑔$

"'!−𝑔#
"(!)!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

𝑔$
"'!(𝑔$

"'! + 𝑔$
"'!)𝑝 + 𝑔#

"(!)!(𝑔$
"'! + 𝑔$

"'!)𝑞 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)!C𝑔$
"'! + 𝑔$

"'!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!𝑝 × 2𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)!𝑞 × 2𝑔$

"'! ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! × 2𝑔$
"'! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 (2, 𝑝𝑞) = 1 より両辺を 2 で割って 
𝑔$
"'!𝑝 × 𝑔$

"'! + 𝑔#
"(!)!𝑞 × 𝑔$

"'! ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! × 𝑔$
"'! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
∴ 𝑔$

-'!𝑝 + 𝑔#
"(!)!𝑔$

"'!𝑞 ≡ 𝑔$
-'!𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
この時 C𝑔$	, 𝑝D = 1	 C𝑔$	, 𝑞D = 1 より C𝑔$	, 𝑝𝑞D = 1 
∴ C𝑔$

"'! 	, 𝑝𝑞D = 1  
 
従って両辺を 𝑔$

"'! で割って 
𝑔$
"'!𝑝 + 𝑔#

"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 

  



II .  C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 
   𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

⇒  𝑞 ≡ 𝑔$
"'! 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)  
∵ 
𝑔$
"'!𝑝 + 𝑔#

"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の時 
 
上記の⽅程式は 
  𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
  𝑔$

"'!𝑝 + 𝑔#
"(!)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 	

と同値である。 
 
⼜、上記の⽅程式は	

  𝑔#
"(!𝑞 ≡ 𝑔$

"'!𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
  𝑔$

"'!𝑝 ≡ 𝑔$
"'!𝑔#

"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆1 

と同値である。 
 
この時 C𝑔#	, 𝑝D = 1 より C𝑔#

"(!)!	, 𝑝D = 1 
⼜、C𝑔$	, 𝑞D = 1 より C𝑔$

"'! , 𝑞D = 1 
従って、上記の⽅程式の両辺を 𝑔#

"(!)!	, 𝑔$
"'! でそれぞれ割って 

  𝑞 ≡ 𝑔$
"'! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
かつ 

  𝑝 ≡ 𝑔#
"(!)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆2 

この時、☆2 の⽅程式のそれぞれに 𝑔#
"(!)!	, 𝑔$

"'! を掛け合わせると 
☆1 の⽅程式へと戻るため☆1 の⽅程式と☆2 の⽅程式は同値である。 
 
以上より、上記の命題が成⽴する。 
  



【ⅱである場合】 
 
C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 
𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	  

     ⇔  𝑔$
"'")!𝑝 + 𝑔#

"("𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の証明 
 
 
I .  C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 
   𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

          ⇒   𝑔$
"'")!𝑝 + 𝑔#

"("𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∵ 
𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔#

"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

 
𝑀+𝑀+

* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 
𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!

* ≡ 𝑞𝑀!
* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑎, = 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'")! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(" 

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑎	の値の全体は合同式 
𝑎 ≡ 𝑎, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑎 = 𝑝 + 𝑞) 
𝑎 ≡ 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'")! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'")! +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑞𝑀!

*𝑔$
"'")! + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ (1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'")! + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'")! + 𝑎𝑝𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" + 𝑏𝑞𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'")! + 𝑎𝑔$

"'")!𝑝 + 𝑔#
"(" + 𝑏𝑔#

"("𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'")! + (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"(" + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'")! + 𝑎𝑝𝑞 + 𝑛𝑝" + 𝑔#

"(" + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'")! + 𝑛𝑝" + 𝑔#
"(" +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 



この時上記の命題は 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) __③ 

かつ 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) __④ 

と同値である。 
 
③ の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑞 ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑔$
"'")! ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑔$
"'")! ≡ 𝑚𝑞𝑞 + 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

0 ≡ 𝑚𝑔$
"'")!𝑞 + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑚𝑔$

"'")!𝑞 + 𝑔#
"(" ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'")!𝑞 ≡ −𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'")!𝑞" ≡ −𝑔#

"("𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __③' 

 
④ の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑝 ≡ 𝑛𝑝" + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞)  
𝑔#
"(" ≡ 𝑛𝑝𝑝 + 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑔#
"(" ≡ 𝑛𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
0 ≡ 𝑛𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")! (𝑚𝑜𝑑	𝑞)  

𝑛𝑔#
"("𝑝 + 𝑔$

"'")! ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
𝑛𝑔#

"("𝑝 ≡ −𝑔$
"'")! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑛𝑔#
"("𝑝" ≡ −𝑔$

"'")!𝑝 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __④'  

 
また、𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("を両辺に掛けて 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("(𝑝 + 𝑞) ≡ 𝑔$
"'"	)!𝑔#

"("(𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(") (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
 



𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞 
≡ 𝑔$

"'"	)!𝑔#
"("𝑛𝑝" + 𝑔$

"'"	)!𝑔#
"("𝑚𝑞" + 𝑔$

"'")!𝑔#
"("𝑔$

"'")!	 
                   + 𝑔$

"'")!𝑔#
"("𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞 
≡ 𝑔$

"'")!(𝑔#
"("𝑛𝑝") + 𝑔#

"("(𝑔$
"'")!𝑚𝑞") + 𝑔$

-'")"𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 ③' ④'より 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞 
≡ 𝑔$

"'")!(−𝑔$
"'")!𝑝) + 𝑔#

"("(−𝑔#
"("𝑞) + 𝑔$

-'")"𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞 + 𝑔$
"'")!(𝑔$

"'")!𝑝) 	+ 𝑔#
"("(𝑔#

"("𝑞) 
≡ 𝑔$

-'")"𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞 + 𝑔$
-'")"𝑝	 + 𝑔#

-("𝑞 
          		 ≡ 𝑔$

-'")"𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!𝑔#
-(" 	 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
-'")"𝑝 + 𝑔$

"'")!𝑔#
"("𝑝 + 𝑔$

"'")!𝑔#
"("𝑞 + 𝑔#

-("𝑞 
          		 ≡ 𝑔$

-'")"𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'")!C𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" 	D𝑝 + 𝑔#

"(" 	C𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" 	D𝑞 
          ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"(" 	C𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" 	D	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) ___※3 

  



⼜、𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"("(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 
−𝑞 ≡ −𝑔$

"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	  

𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 − 𝑞 ≡ 𝑔#

"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

𝑀+𝑀+
* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 

𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!
* ≡ 𝑞𝑀!

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑏, = −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'")! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(" 

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑏	の値の全体は合同式 
𝑏 ≡ 𝑏, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑏 = 𝑝 − 𝑞) 
𝑏 ≡ −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'")! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'")! +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑞𝑀!

*𝑔$
"'")! + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −(1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'")! + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'")! − 𝑎𝑝𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" + 𝑏𝑞𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'")! − 𝑎𝑔$

"'")!𝑝 + 𝑔#
"(" + 𝑏𝑔#

"("𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'")! − (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"(" + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'")! − 𝑎𝑝𝑞 − 𝑛𝑝" + 𝑔#

"(" + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'")! − 𝑛𝑝" + 𝑔#
"(" +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
また、𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

 
𝑔$
"'")!𝑔#

"(" を両辺に掛けて 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("(𝑝 − 𝑞) ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"("(−𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'")! 	+ 𝑔#

"(") (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑝 − 𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑞 
≡ −𝑔$

"'")!	𝑔#
"("𝑛𝑝" + 𝑔$

"'")!	𝑔#
"("𝑚𝑞" − 𝑔$

"'")!	𝑔#
"("𝑔$

"'")! 
                    + 𝑔$

"'")!𝑔#
"("𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑝 − 𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑞 
≡ −𝑔$

"'")!	C𝑔#
"("𝑛𝑝"D + 𝑔#

"("C𝑔$
"'")!	𝑚𝑞"D − 𝑔$

-'")"	𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!	𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 



この時 ③' ④'より 
𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑝 − 𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑞 
≡ −𝑔$

"'")!	C−𝑔$
"'")!	𝑝D + 𝑔#

"("C−𝑔#
"("𝑞D − 𝑔$

-'")"	𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!	𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'")!	𝑔#

"(")!𝑝 − 𝑔$
"'")!	𝑔#

"("𝑞 − 𝑔$
"'")!	C𝑔$

"'")!	𝑝D + 𝑔#
"("C𝑔#

"("𝑞D

≡ −𝑔$
-'")"	𝑔#

"(" + 𝑔$
"'")!	𝑔#

-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 − 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞−𝑔$
-'")"𝑝	 + 𝑔#

-("𝑞 
      			 ≡ −𝑔$

-'")"𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")!𝑔#
-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
−𝑔$

-'")"𝑝 + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑝 − 𝑔$
"'")!𝑔#

"("𝑞 + 𝑔#
-("𝑞 

      			 ≡ −𝑔$
-'"#)"𝑔#

"(" + 𝑔$
"'")!𝑔#

-(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!C𝑔#

"(" − 𝑔$
"'")!	D𝑝 + 𝑔#

"("C𝑔#
"(" − 𝑔$

"'")!D𝑞 
      			 ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"("C𝑔#

"(" − 𝑔$
"'")!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
−𝑔$

"'")!C𝑔$
"'")! − 𝑔#

"("D𝑝 − 𝑔#
"("C𝑔$

"'")! − 𝑔#
"("D𝑞 

      			 ≡ −𝑔$
"'")!𝑔#

"(")!C𝑔$
"'")!−𝑔#

"("D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!C𝑔$

"'")! − 𝑔#
"("D𝑝 + 𝑔#

"("C𝑔$
"'")! − 𝑔#

"("D𝑞 
      			 ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"("C𝑔$

"'")! − 𝑔#
"("D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

___※4 

 
  



この時 ※3＋※4 より 
𝑔$
"'")!(𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(")𝑝 + 𝑔#

"("(𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(")𝑞 
+𝑔$

"'")!C𝑔$
"'")! − 𝑔#

"("D𝑝 + 𝑔#
"("C𝑔$

"'")! − 𝑔#
"("D𝑞 

≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔#

"("D + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("C𝑔$
"'")! − 𝑔#

"("D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!(𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(")𝑝 + 𝑔$

"'")!(𝑔$
"'")! − 𝑔#

"(")𝑝 
+𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔#

"("D𝑞 + 𝑔#
"("C𝑔$

"'")! − 𝑔#
"("D𝑞 

≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔#

"("D + 𝑔$
"'")!𝑔#

"("C𝑔$
"'")!−𝑔#

"("D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!(𝑔$

"'")! + 𝑔#
"(" + 𝑔$

"'")! − 𝑔#
"(")𝑝 + 𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" + 𝑔$
"'")! − 𝑔#

"("D𝑞

≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔#

"(" + 𝑔$
"'")!−𝑔#

"("D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!C𝑔$

"'")! + 𝑔$
"'")!D𝑝 + 𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔$

"'")!D𝑞

≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"("C𝑔$
"'")! + 𝑔$

"'")!D (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'")!𝑝 × 2𝑔$

"'")! + 𝑔#
"("𝑞 × 2𝑔$

"'")! ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" × 2𝑔$
"'")! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 (2, 𝑝𝑞) = 1 より両辺を 2 で割って 
𝑔$
"'")!𝑝 × 𝑔$

"'")! + 𝑔#
"("𝑞 × 𝑔$

"'")! ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" × 𝑔$
"'")! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   

 
∴𝑔$

-'")"𝑝 + 𝑔#
"("𝑔$

"'")!𝑞 ≡ 𝑔$
-'")"𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
この時 C𝑔$	, 𝑝D = 1	 C𝑔$	, 𝑞D = 1 より C𝑔$	, 𝑝𝑞D = 1 
∴ C𝑔$

"'")!	, 𝑝𝑞D = 1  
 
従って両辺を 𝑔$

"'"#)! で割って 
 𝑔$

"'")!𝑝 + 𝑔#
"("𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

  



II . C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時	
 𝑔$

"'")!𝑝 + 𝑔#
"("𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

⇒  𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(" 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
∵ 
𝑔$
"'")!𝑝 + 𝑔#

"("𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の時 
 
上記の⽅程式は 
  𝑔$

"'")!𝑝 + 𝑔#
"("𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
𝑔$
"'")!𝑝 + 𝑔#

"("𝑞 ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 	
と同値である。 
 
⼜、上記の⽅程式は	

  𝑔#
"("𝑞 ≡ 𝑔$

"'")!𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
  𝑔$

"'")!𝑝 ≡ 𝑔$
"'")!𝑔#

"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆3 

と同値である。 
 
この時 C𝑔#	, 𝑝D = 1 より C𝑔#

"(" 	, 𝑝D = 1 
⼜、C𝑔$	, 𝑞D = 1 より C𝑔$

"'")!, 𝑞D = 1 
従って、上記の⽅程式の両辺を 𝑔#

"(" 	, 𝑔$
"'")! でそれぞれ割って 

  𝑞 ≡ 𝑔$
"'")! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
かつ 

  𝑝 ≡ 𝑔#
"(" (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆4 

この時、☆4 の⽅程式のそれぞれに 𝑔#
"("#)!	, 𝑔$

"'"#)! を掛け合わせると 
☆3 の⽅程式へと戻るため☆3 の⽅程式と☆4 の⽅程式は同値である。 
 
以上より、上記の命題が成⽴する。 
  



【ⅲである場合】 
 
C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 

𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
 ⇔  𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!#𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の証明 

 
 
I .  C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 

   𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)  
⇒  𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!#𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∵ 
𝑞 ≡ 𝑔$

"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔#

"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

 
𝑀+𝑀+

* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 
𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!

* ≡ 𝑞𝑀!
* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑎, = 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'!# +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!#  

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑎	の値の全体は合同式 
𝑎 ≡ 𝑎, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑎 = 𝑝 + 𝑞) 
𝑎 ≡ 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'!# +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'!# +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑞𝑀!

*𝑔$
"'!# + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ (1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'!# + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'!# + 𝑎𝑝𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!# + 𝑏𝑞𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# + 𝑎𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!# + 𝑏𝑔#

"(!#𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'!# + (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"(!# + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# + 𝑎𝑝𝑞 + 𝑛𝑝" + 𝑔#

"(!# + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'!# + 𝑛𝑝" + 𝑔#
"(!# +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 



この時上記の命題は 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) __⑤ 

かつ 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) __⑥ 

と同値である。 
 
⑤ の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑞 ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑔$
"'!# ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑔$
"'!# ≡ 𝑚𝑞𝑞 + 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

0 ≡ 𝑚𝑔$
"'!# 𝑞 + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑚𝑔$

"'!# 𝑞 + 𝑔#
"(!# ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'!# 𝑞 ≡ −𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'!# 𝑞" ≡ −𝑔#

"(!#𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __⑤' 

 
⑥ の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑝 ≡ 𝑛𝑝" + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
𝑝 ≡ 𝑛𝑝𝑝 + 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑔#
"(!# ≡ 𝑛𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
0 ≡ 𝑛𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑛𝑔#
"(!#𝑝 + 𝑔$

"'!# ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
𝑛𝑔#

"(!#𝑝 ≡ −𝑔$
"'!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑛𝑔#
"(!#𝑝" ≡ −𝑔$

"'!# 𝑝 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __⑥' 

 
また、𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#  を両辺に掛けて 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#(𝑝 + 𝑞) ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#(𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#) (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 
≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑛𝑝" + 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑚𝑞" + 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑔$

"'!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 



𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 
≡ 𝑔$

"'!# (𝑔#
"(!#𝑛𝑝") + 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!#𝑚𝑞") + 𝑔$

-'!#𝑔#
"(!# + 𝑔$

"'!#𝑔#
-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 ⑤' ⑥'より 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 
≡ 𝑔$

"'!# (−𝑔$
"'!# 𝑝) + 𝑔#

"(!#(−𝑔#
"(!#𝑞) + 𝑔$

-'!#𝑔#
"(!# + 𝑔$

"'!#𝑔#
-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞+𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# 𝑝) 	+ 𝑔#
"(!#(𝑔#

"(!#𝑞) 
≡ 𝑔$

-'!#𝑔#
"(!# + 𝑔$

"'!#𝑔#
-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞+𝑔$
-'!# 𝑝	 + 𝑔#

-(!#𝑞 ≡ 𝑔$
-'!#𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
-'!# 𝑝 + 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑝 + 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑞 + 𝑔#

-(!#𝑞 ≡ 𝑔$
-'!#𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 

𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#)𝑝 + 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#)𝑞 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) ___※1 

  



⼜、𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 
−𝑞 ≡ −𝑔$

"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	  

𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 − 𝑞 ≡ 𝑔#

"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

𝑀+𝑀+
* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 

𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!
* ≡ 𝑞𝑀!

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑏, = −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'!# +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!#  

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑏の値の全体は合同式 
𝑏 ≡ 𝑏, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑏 = 𝑝 − 𝑞) 
𝑏 ≡ −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'!# +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'!# +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑞𝑀!

*𝑔$
"'!# + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −(1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'!# + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'!# − 𝑎𝑝𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!# + 𝑏𝑞𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'!# − 𝑎𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!# + 𝑏𝑔#

"(!#𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'!# − (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"(!# + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'!# − 𝑎𝑝𝑞 − 𝑛𝑝" + 𝑔#

"(!# + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'!# − 𝑛𝑝" + 𝑔#
"(!# +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
また、𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#  を両辺に掛けて 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#(𝑝 − 𝑞) ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#(−𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#) (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 − 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 
≡ −𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑛𝑝" + 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑚𝑞" − 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#𝑔$

"'!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 − 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 

≡ −𝑔$
"'!# -𝑔#

"(!#𝑛𝑝". + 𝑔#
"(!# -𝑔$

"'!#𝑚𝑞". − 𝑔$
-'!#𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 



この時 ⑤' ⑥'より 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 − 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 

≡ −𝑔$
"'!# -−𝑔$

"'!# 𝑝. + 𝑔#
"(!# -−𝑔#

"(!#𝑞. − 𝑔$
-'!#𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 − 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞−𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# 𝑝) 	+ 𝑔#
"(!#(𝑔#

"(!#𝑞) 
≡ −𝑔$

-'!#𝑔#
"(!# + 𝑔$

"'!#𝑔#
-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 − 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞−𝑔$
-'!# 𝑝	 + 𝑔#

-(!#𝑞 ≡ −𝑔$
-'!#𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!#𝑔#

-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
−𝑔$

-'!# 𝑝 + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑝 − 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#𝑞 + 𝑔#
-(!#𝑞 ≡ −𝑔$

-'!#𝑔#
"(!# + 𝑔$

"'!#𝑔#
-(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

𝑔$
"'!# (𝑔#

"(!# − 𝑔$
"'!# )𝑝 + 𝑔#

"(!#(𝑔#
"(!# − 𝑔$

"'!# )𝑞 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔#
"(!# − 𝑔$

"'!# .  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

−𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# − 𝑔#
"(!#)𝑝 − 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# − 𝑔#

"(!#)𝑞 ≡ −𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!#−𝑔#

"(!#.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# − 𝑔#
"(!#)𝑝 + 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# − 𝑔#

"(!#)𝑞 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!#−𝑔#

"(!#.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

___※2 

 
  



この時 ※1＋※2 より 
𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#)𝑝 + 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#)𝑞 
+𝑔$

"'!# (𝑔$
"'!# − 𝑔#

"(!#)𝑝 + 𝑔#
"(!#(𝑔$

"'!# − 𝑔#
"(!#)𝑞

≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#. + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!#−𝑔#

"(!#.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#)𝑝 + 𝑔$

"'!# (𝑔$
"'!# − 𝑔#

"(!#)𝑝 
+𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#)𝑞 + 𝑔#
"(!#(𝑔$

"'!# − 𝑔#
"(!#)𝑞

≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!#. + 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!#−𝑔#

"(!#.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!# + 𝑔$

"'!# − 𝑔#
"(!#)𝑝 + 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!# − 𝑔#

"(!#)𝑞 

         ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!# + 𝑔#

"(!# + 𝑔$
"'!#−𝑔#

"(!#.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

𝑔$
"'!# (𝑔$

"'!# + 𝑔$
"'!# )𝑝 + 𝑔#

"(!#(𝑔$
"'!# + 𝑔$

"'!# )𝑞 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# -𝑔$
"'!# + 𝑔$

"'!# .  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'!# 𝑝 × 2𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#𝑞 × 2𝑔$

"'!# ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# × 2𝑔$
"'!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 (2, 𝑝𝑞) = 1 より両辺を 2 で割って 
𝑔$
"'!# 𝑝 × 𝑔$

"'!# + 𝑔#
"(!#𝑞 × 𝑔$

"'!# ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!# × 𝑔$
"'!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
∴ 𝑔$

-'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!#𝑔$

"'!# 𝑞 ≡ 𝑔$
-'!#𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
この時 C𝑔$	, 𝑝D = 1	 C𝑔$	, 𝑞D = 1 より C𝑔$	, 𝑝𝑞D = 1 

∴ -𝑔$
"'!# 	, 𝑝𝑞. = 1  

 
従って両辺を 𝑔$

"'!#  で割って 
𝑔$
"'!# 𝑝 + 𝑔#

"(!#𝑞 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 

  



II .  C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 
   𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!#𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

⇒  𝑞 ≡ 𝑔$
"'!# 		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"(!# 	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)  
∵ 
𝑔$
"'!# 𝑝 + 𝑔#

"(!#𝑞 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の時 
 
上記の⽅程式は 
  𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!#𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
  𝑔$

"'!# 𝑝 + 𝑔#
"(!#𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 	

と同値である。 
 
⼜、上記の⽅程式は	

  𝑔#
"(!#𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
  𝑔$

"'!# 𝑝 ≡ 𝑔$
"'!#𝑔#

"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆1 

と同値である。 
 

この時 C𝑔#	, 𝑝D = 1 より -𝑔#
"(!# 	, 𝑝. = 1 

⼜、C𝑔$	, 𝑞D = 1 より -𝑔$
"'!# , 𝑞. = 1 

従って、上記の⽅程式の両辺を 𝑔#
"(!# 	, 𝑔$

"'!#  でそれぞれ割って 
  𝑞 ≡ 𝑔$

"'!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
かつ 

  𝑝 ≡ 𝑔#
"(!#  (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆2 

この時、☆2 の⽅程式のそれぞれに 𝑔#
"(!# 	, 𝑔$

"'!#  を掛け合わせると 
☆1 の⽅程式へと戻るため☆1 の⽅程式と☆2 の⽅程式は同値である。 
 
以上より、上記の命題が成⽴する。 
  



【ⅳである場合】 
 
C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 
𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	  

     ⇔  𝑔$
"'"#)!𝑝 + 𝑔#

"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の証明 
 
 
I .  C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時 
   𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

          ⇒   𝑔$
"'"#)!𝑝 + 𝑔#

"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∵ 
𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔#

"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

 
𝑀+𝑀+

* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 
𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!

* ≡ 𝑞𝑀!
* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑎, = 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'"#)! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"("#)! 

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑎	の値の全体は合同式 
𝑎 ≡ 𝑎, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑎 = 𝑝 + 𝑞) 
𝑎 ≡ 𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'"#)! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'"#)! +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑞𝑀!

*𝑔$
"'"#)! + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ (1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'"#)! + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)! + 𝑎𝑝𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! + 𝑏𝑞𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)! + 𝑎𝑔$

"'"#)!𝑝 + 𝑔#
"("#)! + 𝑏𝑔#

"("#)!𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)! + (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"("#)! + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)! + 𝑎𝑝𝑞 + 𝑛𝑝" + 𝑔#

"("#)! + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)! + 𝑛𝑝" + 𝑔#
"("#)! +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'!#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 



この時上記の命題は 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) __⑦ 

かつ 

𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) __⑧ 

と同値である。 
 
⑦ の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑞 ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑔$
"'"#)! ≡ 𝑚𝑞" + 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑔$
"'"#)! ≡ 𝑚𝑞𝑞 + 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

0 ≡ 𝑚𝑔$
"'"#)!𝑞 + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
𝑚𝑔$

"'"#)!𝑞 + 𝑔#
"("#)! ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'"#)!𝑞 ≡ −𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

𝑚𝑔$
"'"#)!𝑞" ≡ −𝑔#

"("#)!𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __⑦' 

 
⑧ の時 
𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑝 ≡ 𝑛𝑝" + 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞)  
𝑔#
"("#)! ≡ 𝑛𝑝𝑝 + 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑔#
"("#)! ≡ 𝑛𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
0 ≡ 𝑛𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞)  

𝑛𝑔#
"("#)!𝑝 + 𝑔$

"'"#)! ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
𝑛𝑔#

"("#)!𝑝 ≡ −𝑔$
"'"#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

𝑛𝑔#
"("#)!𝑝" ≡ −𝑔$

"'"#)!𝑝 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) __⑧'  

 
また、𝑝 + 𝑞 ≡ 𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!を両辺に掛けて 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!(𝑝 + 𝑞) ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!(𝑛𝑝" +𝑚𝑞" + 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)!) (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
 



𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞 
≡ 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑛𝑝" + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑚𝑞" + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑔$

"'"#)!	 
                   + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞 
≡ 𝑔$

"'"#)!(𝑔#
"("#)!𝑛𝑝") + 𝑔#

"("#)!(𝑔$
"'!#)!𝑚𝑞") + 𝑔$

-'"#)"𝑔#
"("#)! + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 ⑦' ⑧'より 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞 
≡ 𝑔$

"'"#)!(−𝑔$
"'"#)!𝑝) + 𝑔#

"("#)!(−𝑔#
"("#)!𝑞) + 𝑔$

-'"#)"𝑔#
"("#)! + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞 + 𝑔$
"'"#)!(𝑔$

"'"#)!𝑝) 	+ 𝑔#
"("#)!(𝑔#

"("#)!𝑞) 
≡ 𝑔$

-'"#)"𝑔#
"("#)! + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞 + 𝑔$
-'"#)"𝑝	 + 𝑔#

-("#)"𝑞 
          		 ≡ 𝑔$

-'"#)"𝑔#
"("#)! + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
-("#)"	 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
-'"#)"𝑝 + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑝 + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑞 + 𝑔#

-("#)"𝑞 
          		 ≡ 𝑔$

-'"#)"𝑔#
"("#)! + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

𝑔$
"'"#)! -𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)!	. 𝑝 + 𝑔#

"("#)! 	-𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)!	. 𝑞 

          ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! 	-𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)!	. 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) ___※3 

  



⼜、𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#

"("#)!(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	 である時 
−𝑞 ≡ −𝑔$

"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞)	  

𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 − 𝑞 ≡ 𝑔#

"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) __※ であるから 

𝑀+𝑀+
* を条件                𝑚! = 𝑝		, 𝑀! = 𝑞 

𝑝𝑞 = 𝑀+𝑚+                 𝑀!𝑀!
* ≡ 𝑞𝑀!

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
(𝑚! = 𝑝	,𝑚" = 𝑞)              𝑚" = 𝑞		,			𝑀" = 𝑝 
𝑀+𝑀+

* ≡ 1	(𝑚𝑜𝑑	𝑚+)             𝑀"𝑀"
* ≡ 𝑝𝑀"

* ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 
によって定められる数とし 
𝑏, = −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'"#)! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"("#)! 

とする。 
 
この時、連⽴合同式※を満⾜する	𝑏	の値の全体は合同式 
𝑏 ≡ 𝑏, 	(𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   (𝑏 = 𝑝 − 𝑞) 
𝑏 ≡ −𝑀!𝑀!

*𝑔$
"'"#)! +𝑀"𝑀"

*𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑀!𝑀!
*𝑔$

"'"#)! +𝑀"𝑀"
*𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑞𝑀!

*𝑔$
"'"#)! + 𝑝𝑀"

*𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −(1 + 𝑎𝑝)𝑔$
"'"#)! + (1 + 𝑏𝑞)𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'"#)! − 𝑎𝑝𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! + 𝑏𝑞𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'"#)! − 𝑎𝑔$

"'"#)!𝑝 + 𝑔#
"("#)! + 𝑏𝑔#

"("#)!𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'"#)! − (𝑎𝑞 + 𝑛𝑝)𝑝 + 𝑔#
"("#)! + (𝑏𝑝 +𝑚𝑞)𝑞 (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$
"'"#)! − 𝑎𝑝𝑞 − 𝑛𝑝" + 𝑔#

"("#)! + 𝑏𝑝𝑞 +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑔$

"'"#)! − 𝑛𝑝" + 𝑔#
"("#)! +𝑚𝑞" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

∴  𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
また、𝑝 − 𝑞 ≡ −𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) である時 

 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! を両辺に掛けて 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!(𝑝 − 𝑞) ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!(−𝑛𝑝" +𝑚𝑞" − 𝑔$
"'"#)! 	+ 𝑔#

"("#)!) (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑝 − 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑞 
≡ −𝑔$

"'"#)!	𝑔#
"("#)!𝑛𝑝" + 𝑔$

"'"#)!	𝑔#
"("#)!𝑚𝑞" − 𝑔$

"'"#)!	𝑔#
"("#)!𝑔$

"'"#)! 
                    + 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
 
 



𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑝 − 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑞 

≡ −𝑔$
"'"#)! 	-𝑔#

"("#)!𝑛𝑝". + 𝑔#
"("#)! -𝑔$

"'"#)!	𝑚𝑞". − 𝑔$
-'"#)"	𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 ⑦' ⑧'より 
𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑝 − 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑞 

≡ −𝑔$
"'"#)! 	-−𝑔$

"'"#)!	𝑝. + 𝑔#
"("#)! -−𝑔#

"("#)!𝑞. − 𝑔$
-'"#)"	𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑝 − 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

"("#)!𝑞 − 𝑔$
"'"#)! 	-𝑔$

"'"#)!	𝑝. + 𝑔#
"("#)! -𝑔#

"("#)!𝑞.

≡ −𝑔$
-'"#)"	𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)!	𝑔#

-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 − 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞−𝑔$
-'"#)"𝑝	 + 𝑔#

-("#)"𝑞

≡ −𝑔$
-'"#)"𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
−𝑔$

-'"#)"𝑝 + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑝 − 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)!𝑞 + 𝑔#
-("#)"𝑞

≡ −𝑔$
-'"#)"𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

-("#)" (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 

𝑔$
"'"#)! -𝑔#

"("#)! − 𝑔$
"'"#)!	. 𝑝 + 𝑔#

"("#)! -𝑔#
"("#)! − 𝑔$

"'"#)!. 𝑞

≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔#
"("#)! − 𝑔$

"'"#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
−𝑔$

"'"#)!(𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!)𝑝 − 𝑔#
"("#)!(𝑔$

"'"#)! − 𝑔#
"("#)!)𝑞

≡ −𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)!−𝑔#

"("#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'"#)!(𝑔$

"'"#)! − 𝑔#
"("#)!)𝑝 + 𝑔#

"("#)!(𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!)𝑞

≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

___※4 

 
  



この時 ※3＋※4 より 
𝑔$
"'"#)!(𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)!)𝑝 + 𝑔#

"("#)!(𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)!)𝑞 

+𝑔$
"'"#)! -𝑔$

"'"#)! − 𝑔#
"("#)!. 𝑝 + 𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!. 𝑞 

≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)!. + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'"#)!(𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)!)𝑝 + 𝑔$

"'"#)!(𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!)𝑝 

+𝑔#
"("#)! -𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)!. 𝑞 + 𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!. 𝑞 

≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)!. + 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)!−𝑔#

"("#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

𝑔$
"'"#)!(𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)! + 𝑔$

"'"#)! − 𝑔#
"("#)!)𝑝 + 𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)! − 𝑔#

"("#)!. 𝑞

≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! + 𝑔#

"("#)! + 𝑔$
"'"#)!−𝑔#

"("#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 

𝑔$
"'"#)! -𝑔$

"'"#)! + 𝑔$
"'"#)!. 𝑝 + 𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! + 𝑔$

"'"#)!. 𝑞

≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! -𝑔$
"'"#)! + 𝑔$

"'"#)!.  (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
𝑔$
"'"#)!𝑝 × 2𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)!𝑞 × 2𝑔$

"'"#)! ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! × 2𝑔$
"'"#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 

 
この時 (2, 𝑝𝑞) = 1 より両辺を 2 で割って 
𝑔$
"'"#)!𝑝 × 𝑔$

"'"#)! + 𝑔#
"("#)!𝑞 × 𝑔$

"'"#)! ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! × 𝑔$
"'"#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞)   

 
∴𝑔$

-'"#)"𝑝 + 𝑔#
"("#)!𝑔$

"'"#)!𝑞 ≡ 𝑔$
-'"#)"𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
 
この時 C𝑔$	, 𝑝D = 1	 C𝑔$	, 𝑞D = 1 より C𝑔$	, 𝑝𝑞D = 1 

∴ -𝑔$
"'"#)!	, 𝑝𝑞. = 1  

 
従って両辺を 𝑔$

"'"#)! で割って 
 𝑔$

"'"#)!𝑝 + 𝑔#
"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 



II . C𝑔$	, 𝑞D = 1 かつ C𝑔#	, 𝑝D = 1 である時	

 𝑔$
"'"#)!𝑝 + 𝑔#

"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) 
⇒  𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!		(𝑚𝑜𝑑	𝑝) かつ 𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)!	(𝑚𝑜𝑑	𝑞) 

∵ 
𝑔$
"'"#)!𝑝 + 𝑔#

"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝𝑞) の時 
 
上記の⽅程式は 
  𝑔$

"'"#)!𝑝 + 𝑔#
"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
𝑔$
"'"#)!𝑝 + 𝑔#

"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) 	
と同値である。 
 
⼜、上記の⽅程式は	

  𝑔#
"("#)!𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)!𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

かつ 
  𝑔$

"'"#)!𝑝 ≡ 𝑔$
"'"#)!𝑔#

"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆3 

と同値である。 
 

この時 C𝑔#	, 𝑝D = 1 より -𝑔#
"("#)!	, 𝑝. = 1 

⼜、C𝑔$	, 𝑞D = 1 より -𝑔$
"'"#)!, 𝑞. = 1 

従って、上記の⽅程式の両辺を 𝑔#
"("#)!	, 𝑔$

"'"#)! でそれぞれ割って 
  𝑞 ≡ 𝑔$

"'"#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
かつ 

  𝑝 ≡ 𝑔#
"("#)! (𝑚𝑜𝑑	𝑞) ＿＿☆4 

この時、☆4 の⽅程式のそれぞれに 𝑔#
"("#)!	, 𝑔$

"'"#)! を掛け合わせると 
☆3 の⽅程式へと戻るため☆3 の⽅程式と☆4 の⽅程式は同値である。 
 
以上より、上記の命題が成⽴する。 
 


