
※その他、証明すべき命題（その 2） 

 
𝑎	, 𝑏を互いに素である奇素数と置く。この時 

𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …	, 𝑏 − 3 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 

⇒		 !"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)  

 

∵ 
𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …	, 𝑏 − 3 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)		の時 

 

2𝐴 = 0	, 2	, 4	, 6	, 8	, …	, 𝑏 − 3 と置くと	

𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 2𝐴		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 

この時 

𝑖𝑛𝑑	𝑎 = 2𝐴 +	(𝑏 − 1)𝑠  (𝑠はある整数) 

  
∴ 

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 	

𝑏 − 1
2 		×	{	2𝐴 + (𝑏 − 1)𝑠	}   		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

     	 ≡
𝑏 − 1
2 ∙ 2𝐴	 +	

𝑏 − 1
2 ∙ (𝑏 − 1)𝑠 			 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

     	 ≡ 		 (𝑏 − 1)𝐴		 +	
𝑏 − 1
2 	(𝑏 − 1)𝑠 					(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

この時 
!"#
$
 は整数より、𝑚# =

!"#
$
		 と置けば	

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 		 (𝑏 − 1)𝐴		 +	𝑚#(𝑏 − 1)𝑠					(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 		 (𝑏 − 1)	(𝐴		 +	𝑚#𝑠) 										(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	

 
∴ 	

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 	0										(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	

	

以上より上記の命題が成⽴する。	



 
𝑎	, 𝑏を互いに素である奇素数と置く。この時 

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)  ⇔  𝑎

!"#
$ ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

	

Ⅰ.  !"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) ⇒  𝑎

!"#
$ ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

 

∵ 

!"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 の時	

	

!"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑎

!"#
$  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 より	

	𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ 	≡ 0				(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 __①	

	

また、𝛾# = 0	__② と置き	

𝛾# = 𝑖𝑛𝑑	𝐿	__③ とすると	

𝐿	 ≡ 𝑔!
%# 				(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	と置ける。	

	

この時、②より	

𝐿	 ≡ 𝑔!&				(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

∴ 	 𝐿	 ≡ 1				(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

∴ 	 𝐿 = 1 + 𝑏𝑡  (𝑡はある整数)  __④ 

 
④を ③に代⼊して 

𝛾# = 𝑖𝑛𝑑	(1	 + 𝑏𝑡)	 	 __⑤	

	

また、②より	

0 = 𝑖𝑛𝑑	(1	 + 𝑏𝑡) __⑥	



従って、⑥を	 ①に代⼊して	

𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ 	≡ 𝑖𝑛𝑑	(1 + 𝑏𝑡)				(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) __⑦	

	

また、この時	

𝛾$ = 𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$  __⑧ と置け	

∴ 𝑎
!"#
$ 		≡ 		 𝑔!

%$ (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴ 𝑔!
%$ 	≡ 		 𝑎

!"#
$  (𝑚𝑜𝑑	𝑏) __⑨ 

 

また、⑤より 
𝛾# = 𝑖𝑛𝑑	(1	 + 𝑏𝑡) であるため	

(1 + 𝑏𝑡) 	≡ 𝑔!
%# (𝑚𝑜𝑑	𝑏)  

∴ 𝑔!
%# 	≡ (1 + 𝑏𝑡) (𝑚𝑜𝑑	𝑏) __⑩ 

 
この時、⑦に ⑤ , ⑧を代⼊して 

𝛾$ 	≡ 𝛾#			(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 
∴ 𝛾# 	≡ 𝛾$			(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 
∴ 𝛾# 	≡ 𝛾$			(𝑚𝑜𝑑	𝑐) 
 
この時、𝑔!は原始根ゆえ、法𝑏に関してべき数𝑐 に属する。 

∴ 𝑔!
%# 		≡ 		 𝑔!

%$ (𝑚𝑜𝑑	𝑏) __⑪ 
 
従って、⑨ , ⑩を ⑪に代⼊して、 

∴ (1 + 𝑏𝑡) ≡ 	𝑎
!"#
$  (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴ 𝑎
!"#
$ 	≡ 		 (1 + 𝑏𝑡) (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴ 𝑎
!"#
$ 	≡ 	1 + 𝑏𝑡 (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 



∴ 𝑎
!"#
$ 	≡ 	1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

 
以上より上記の命題が成⽴する。 
 
 

Ⅱ.    𝑎
!"#
$ ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏) ⇒  !"#

$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 

∵ 

𝑎
!"#
$ ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏) の時 

𝑔!& 	= 1 と置け 

𝑔!& 	≡ 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏) である事から 

𝑎
!"#
$ ≡ 𝑔!&		(𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

 

この時 0 = 𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$  であり、 

∴ 0 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 

また 𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ ≡ !"#

$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) である事から 

0 ≡
𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

∴ !"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 	0 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 

以上より上記の命題が成⽴する。 



従ってⅠ.Ⅱ. より   
𝑎	, 𝑏を互いに素である奇素数と置く。この時 

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 0		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)  ⇔  𝑎

!"#
$ ≡ 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

が成⽴する。 
 
  



𝑎	, 𝑏を互いに素である奇素数と置く。この時 

𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …	, 𝑏 − 2 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 

⇒		
𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 

∵ 

𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …	, 𝑏 − 2 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)		の時 
 
2𝐵 + 1 = 1	, 3	, 5	, 7	, 9	, …	, 𝑏 − 2 と置くと	

𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 2𝐵 + 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	

	

この時	

𝑖𝑛𝑑	𝑎 = 2𝐵 + 1 + (𝑏 − 1)𝑢  (𝑢はある整数)	

	

∴	

(左辺) 	= 	 !"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎		__①  と置くと	

(左辺) 	≡ 	
𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

   	 ≡ 	
𝑏 − 1
2 	× {2𝐵 + 1 + (𝑏 − 1)𝑢}  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

   	 ≡ 	
𝑏 − 1
2 	 ∙ (2𝐵 + 1) +

𝑏 − 1
2 ∙ (𝑏 − 1)𝑢  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

   	 ≡ 	
𝑏 − 1
2 	 ∙ (2𝐵 + 1)  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

   	 ≡ (𝑏 − 1)𝐵 +
𝑏 − 1
2   (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

   	 ≡
𝑏 − 1
2   (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

∴	

(左辺) 	≡ !"#
$

  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 __※1 

 
 



また、(右辺) 	= 		𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		__②  と置く時 

𝛾' = 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1	 __③ 

𝑏 − 1 ≡ 𝑔!
%% 		(𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴	 −1 ≡ 𝑔!
%% 		(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

	

この時、𝑔!
%% ≡ −1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	 より	

𝛾' =
!"#
$
	 __④	

 
従って、この時 ③に ④を代⼊して 
!"#
$
	= 	𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1  

∴ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1 = !"#
$

 __⑤ 

 
従って、⑤を ②に代⼊して 
(右辺) 	= 	 !"#

$
   

(右辺) 	≡ 	 !"#
$

 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)	 __※2 

 
この時、※1 , ※2 より 

(左辺) 	≡ 	 (右辺) (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 
 
この時、① , ②より 

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 
以上より上記の命題が成⽴する。 
  



𝑎	, 𝑏を互いに素である奇素数と置く。この時 

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)  ⇔  𝑎

!"#
$ ≡ −1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

	

Ⅰ.  !"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) ⇒  𝑎

!"#
$ ≡ −1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

 
∵ 

!"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) の時 

 

!"#
$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑎

!"#
$  	(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) より 

	𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ 	≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)  __① 

 

また、𝛾(	 =	 𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ 	 __②  と置くと 

𝑎
!"#
$ ≡ 𝑔!

%& 	 	(𝑚𝑜𝑑	𝑏)  

𝑔!
%& 	≡ 	 𝑎

!"#
$  	(𝑚𝑜𝑑	𝑏) __③ 

また 𝛾)	 =	 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1	 	 __④  と置くと 

𝑏 − 1 ≡ 𝑔!
%' 	 	(𝑚𝑜𝑑	𝑏)  

𝑔!
%' 	≡ 𝑏 − 1 	(𝑚𝑜𝑑	𝑏) __⑤ 

 

この時、①に ②と ④を代⼊して 

𝛾( 	≡ 𝛾)	 	(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 



∴ 𝛾( 	≡ 𝛾)	 	(𝑚𝑜𝑑	𝑐) 

 

この時、𝑔!は原始根ゆえ、法𝑏に関してべき数𝑐 に属する。 

𝑔!
%& 	≡ 𝑔!

%'  	(𝑚𝑜𝑑	𝑏) __⑥ 

 
この時、③と ⑤を ⑥に代⼊すると 

𝑎
!"#
$ 	≡ 𝑏 − 1  (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴  𝑎
!"#
$ 	≡ −1  (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

 
以上より、上記の命題が成⽴する。 
 
 
 

Ⅱ.  𝑎
!"#
$ 	≡ 	−1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏)  ⇒  !"#

$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1	 	(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 
∵ 

𝑎
!"#
$ 	≡ 	−1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏)  __①  の時 

 
𝑔!
%( 	≡ 	−1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏) と置くと 

𝛾* =
!"#
$

  

𝑔!
!"#
$ 	≡ 	−1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏)  __② 

 
この時  

𝑔!
!"#
$ 	≡ 	𝑏 − 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴  !"#
$
	= 	𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1  



∴  !"#
$
	≡ 	𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) __③ 

 
また、②を ①に代⼊して 

𝑎
!"#
$ 	≡ 	𝑔!

!"#
$  (𝑚𝑜𝑑	𝑏) 

∴  !"#
$
	= 	𝑖𝑛𝑑	𝑎

!"#
$  

∴  !"#
$
	≡ 	𝑖𝑛𝑑	𝑎

!"#
$  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) __④ 

 
この時、③に ④を代⼊して 

𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ 		≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 

また、	𝑖𝑛𝑑	𝑎
!"#
$ 	≡ !"#

$
	𝑖𝑛𝑑	𝑎  (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) より 

𝑏 − 1
2 𝑖𝑛𝑑	𝑎		 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1 (𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1) 

 
以上より、上記の命題が成⽴する。 
 
 

従ってⅠ.Ⅱ. より 
𝑎	, 𝑏を互いに素である奇素数と置く。この時 

𝑏 − 1
2 	𝑖𝑛𝑑	𝑎	 ≡ 𝑖𝑛𝑑	𝑏 − 1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏 − 1)  ⇔  𝑎

!"#
$ ≡ −1		(𝑚𝑜𝑑	𝑏)	

が成⽴する。 
 
 
 
 


